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МОДЕЛИРОВАНИЕ И ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ЗАДАЧИ МИНИМИЗАЦИИ 
ИЗГИБА ДВУХСЛОЙНОЙ ПОЛОСЫ ПРИ ПРОКАТКЕ ПО МЕТОДИКЕ ПОДБОРА 

ТОЛЩИН СЛОЕВ КОМПОНЕНТОВ 
 
Прокатка биметаллических полос и листов с несимметричным расположением слоев 

сопровождается изгибом в вертикальной плоскости конца полосы, выходящего из валков [1].  
Изгиб полосы происходит вследствие неравномерной послойной деформации, выра-

жающейся в различной степени вытяжки основного и плакирующего слоев (здесь под вы-
тяжкой понимается изменение толщин слоев).  

Если слои в двухслойной полосе не связаны между собой, то при прокатке каждый 
из них получит свою естественную вытяжку, если же слои связаны, например, в биметалли-
ческой полосе, то при прокатке полоса будет изгибаться в сторону слоя меньшей вытяжки, 
то есть слоя металла с большим сопротивлением деформации [1]. 

Проблеме минимизации влияния изгиба при несимметричной прокатке биметалличе-
ской полосы посвящены многочисленные работы, например, [2–7].  

Отметим, что в качестве одного из подходов к решению проблемы минимизации из-
гиба биметаллических полос при прокатке можно рассматривать разработку оптимизацион-
ной математической модели процесса, основанной известных закономерностях деформации 
биметалла, и ее программную реализацию. На наш взгляд, такому аспекту проблемы как ми-
нимизации изгиба биметалла за счет оптимизации толщин слоев компонентов в исходной 
полосе, уделялось недостаточное внимание, а известные методики [2] сложны для практиче-
ского использования. 

Целью работы является разработка оптимизационной математической модели изгиба 
биметаллической полосы при горячей прокатке, позволяющей рассчитывать исходные тол-
щины составляющих слоев полосы, при которых обеспечивается минимизация изгиба, а так-
же программная реализация этой модели. 

Простейшей технологической схемой моделирования является имитационная, преду-
сматривающая последовательное решение задач математической модели, перевода ее в алго-
ритмическую и построения машинной (компьютерной) модели [8]. Начинается моделирова-
ние с выделения предметной области и цели моделирования. Далее, в соответствии со схе-
мой, приведенной в [8], выполняется собственно построение математической модели, разра-
ботка моделирующего алгоритма, построение машинной (компьютерной) модели, экспери-
менты с моделью, обработка данных и отображение результатов. Указывается [8], что все 
математические модели, реализуемые на компьютерах, должны быть приведены к алгорит-
мическому виду, то есть содержать определенный вычислительный алгоритм (точное пред-
ставление действий, приводящих к решению поставленной задачи). В соответствии с реко-
мендациями [9], приведем содержательную постановку задачи, возможности создаваемой 
модели и перечень исходных данных модели. 

Примем следующие допущения и условные обозначения. 
Биметаллическая полоса, как в самом общем случае, состоит из двух слоев – основно-

го и плакирующего. Толщину полосы до и после пропуска при прокатке обозначим соответ-
ственно Н и h. Их разность – общее обжатие биметаллической полосы за пропуск Δh, пред-
ставляющее собой сумму частных обжатий: 

 

21 hhh  ,     (1) 
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где Δh1 – частное обжатие плакирующего слоя биметаллической полосы в данном 
пропуске; 

Δh1 = H1 – h1, H1 – исходная толщина плакирующего слоя в полосе; 
h1 – толщина плакирующего слоя в полосе после пропуска; 
Δh2 – частное обжатие основного слоя биметаллической полосы в данном пропуске, 

Δh2 = H2 – h2, H2 – исходная толщина основного слоя в полосе; 
h2 – толщина основного слоя в полосе после пропуска.  
Как традиционно принято в исследованиях, посвященных биметаллам, сопротивление 

деформации металла плакирующего слоя обозначим как р1, сопротивление деформации ме-
талла основного слоя – как р2.  

Согласно закону распределения обжатий при неравномерной пластичности металла 
по высоте полосы, сформулированному еще в конце 30-х годов XX столетия [10]: 
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частные обжатия слоев металла, имеющих различное сопротивление деформации, об-

ратно пропорциональны квадратам сопротивления деформации этих слоев (здесь индексы 
"м" и "т" относятся соответственно к мягкому (с меньшим сопротивлением деформации) 
и к твердому (с большим сопротивлением деформации) слоям)) [11]. 

Значения толщин слоев h1 и h2 в полосе после обжатия можно найти, зная частные 
обжатия слоев. Частные обжатия рассчитываются по соотношениям [11]: 
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Отметим, что для расчета частных обжатий по уравнениям (3) и (4) достаточно знать 

только значение отношения сопротивлений деформации металлов. 
Для практического использования в инженерных расчетах рекомендуется [12] следу-

ющая аналитическая зависимость (общего вида) сопротивления деформации различных ста-
лей от температуры, скорости и степени деформации (σи в МПа): 
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где S, a, b, c – постоянные, определяемые для каждой марки стали по результатам ис-

пытаний (значения их приведены в [12]);  
σ0 – базовое сопротивление деформации при базовых значениях: u = 1 с-1, ε = 0,1, 

t = 1000 ºС;  
u – скорость деформации, с-1;  
ε – условная относительная деформация (обжатие), в долях единицы;  
t – температура, ºС. 
Зависимость (2) авторы исследования [2] приводят в виде (в работе [2] речь идет о го-

рячей прокатке): 
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записывая таким образом зависимость (2) для случая, когда плакирующий слой имеет 

меньшее сопротивление деформации («мягче»") основного. На дальнейшие выкладки вывода 
зависимости для радиуса кривизны биметаллической полосы после прокатки это не влияет. 

Авторы исследования [2] вводят коэффициент m = р2/р1 и далее из соотношений (1) 
и (6) получают: 
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Далее, после преобразований, получается зависимость для частного обжатия плаки-

рующего слоя: 
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Зависимость для частного обжатия Δh2 выводится аналогично. Она выглядит: 
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Авторами исследований, рассматривающих проблему неравномерности деформации 

биметаллических полос при прокатке [13, 2], использовались также такие параметры, 
как частные коэффициенты вытяжки – плакирующего (μ1) и основного (μ2) слоев. 

Принимая во внимание, что при прокатке широких полос уширение относительно не-
велико [13], частные коэффициенты вытяжки определяются [13, 2] по зависимостям: 
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Выражение для радиуса кривизны Rп биметаллической полосы после пропуска выво-

дится исследователями [2] из соображений, что отношение 
hR

R

n

n


 – отношение радиуса 

кривизны полосы (по аналогии с процессом гибки, это внутренний радиус, со стороны сжа-
той зоны) к наружному радиусу кривизны полосы (по аналогии с процессом гибки, это 
наружный радиус, со стороны растянутой зоны) равно отношению коэффициента вытяжки 
основного слоя к коэффициенту вытяжки плакирующего слоя: 
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Откуда: 
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С увеличением относительной толщины «твердого» (с большим сопротивлением де-

формации) плакирующего слоя наступает момент, когда вытяжка металла превысит вытяжку 
«мягкого» (с меньшим сопротивлением деформации). Радиус кривизны становится отрица-
тельным, то есть полоса начинает изгибаться в другую сторону. Таким образом, как отмеча-
ли исследователи [2], радиус кривизны полосы, изгибающейся сначала в сторону «твердого» 
слоя, с увеличением относительной толщины этого слоя, достигает какого-то максимального 
значения (точнее, бесконечности, в соответствии с (13)), а затем начинает уменьшаться, 
и в пределе, полоса изгибается в сторону «мягкого» слоя. 

На основании приведенных выше зависимостей в работе [2] получено выражение 
для кривизны полосы: 
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где k – доля плакирующего слоя в собранной полосе до прокатки (k = H1/H). 
Отметим, что имея простые зависимости (10) и (11), от которых производной является 

также достаточно простая зависимость (13), определяющая радиус кривизны полосы Rп, 
нет необходимости в таких громоздких выражениях, как приводимое в работе [2] выражение (14). 

Кроме того, в работе [2] из зависимости (14) найдено условие: 
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при котором кривизна полосы после прокатки равна нулю. Отметим, что ценность 

данного условия невелика, так как в данном случае варьировать придется отношением со-
противлений деформации. Более рациональным представляется разработка модели для оп-
тимизации задачи получения минимальной кривизны полосы путем управления исходными 
толщинами слоев в полосе. Таким образом, содержательная постановка задачи о минимиза-
ции изгиба биметаллической полосы при прокатке: разработать оптимизационную матема-
тическую модель, позволяющую получить значения исходных толщин составляющих слоев 
полосы, при которых радиус изгиба полосы максимален. 

Модель должна позволять: 
– вычислять радиус изгиба полосы при любых соотношениях толщин слоев и сопро-

тивлений деформации металлов слоев; 
– вычислять толщины слоев полосы при максимальном радиусе изгиба полосы. 
Исходные данные: 
– марки металлов биметаллической композиции, в общем случае также условия де-

формации (скорость деформации, относительное обжатие, температура), определяющие со-
противление деформации металлов слоев. Упрощает задачу использование отношения m со-
противления деформации металлов слоев; 
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– Н и h – толщины полосы до и после пропуска и производное от них общее абсолют-
ное обжатие Δh = Н – h. 

Примем следующие этапы составления оптимизационной модели данной задачи:  
– определение переменных модели; 
– составление целевой функции модели; 
– составление системы ограничений модели.  
В зависимостях (10) и (11), необходимых для решения данной оптимизационной зада-

чи, неизвестны значения и в числителе и в знаменателе. Значениями в числителе – исходны-
ми толщинами слоев Н1 и Н2 предлагается варьировать, а значения в знаменателе h1 и h2 бу-
дут от них производными через значения частных обжатий. 

Частные обжатия легко определить по зависимостям (3) и (4), зная значения сопро-
тивления деформации слоев полосы. Частные обжатия в данной оптимизационной задаче 
также принимаются постоянными величинами. 

Условие минимального изгиба полосы: кривизна полосы ρп  0; радиус кривизны по-
лосы – обратная кривизне величина, соответственно, целевая функция будет выглядеть:  

 
.nR  (16) 

 
Задача: определить, при каких исходных толщинах слоев Н1 и Н2 будет выполняться 

это условие минимального изгиба.  
Оптимизационная модель в общем виде выглядит следующим образом: 
– постоянные модели (исходные данные): Н, h, m; 
– переменные модели: Н1, Н2; 
– целевая функция (радиус кривизны полосы): 
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– ограничения модели: 
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Отметим, что данная модель линейна, так как переменные модели и ее ограничения 

линейны. Для решения оптимизационной задачи по данной модели применимы программные 
средства, имеющие инструменты для оптимизации. Простейшими вариантами являются ин-
струмент Поиск решения программы Microsoft Excel и инструмент Optimization математиче-
ского пакета MathCAD (разработчик – фирма MathSoft Inc. (США)). 

Рассмотрим реализацию разработанной модели на примере. 
Пусть рассматривается случай горячей прокатки биметаллической полосы толщиной 

до пропуска Н = 20 мм и после пропуска h = 15 мм. Общее обжатие Δh = Н – h = 5 мм. Отно-
сительная деформация ε = 25%. Примем, что отношение сопротивлений деформации метал-
лов слоев полосы: m = р2/р1 = 88/110 = 0,8 (плакирующий слой «твердый», имеет большее 
сопротивление деформации). Этот случай характерен для случая прокатки коррозионностой-
ких биметаллов, когда основным слоем является низкоуглеродистая или низколегированная 
сталь, а плакирующим слоем – коррозионностойкая сталь. 
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В соответствии с (3) и (4), частные обжатия слоев: 
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Исходные данные, формулы для расчета и некоторые значения варьируемых парамет-

ров – исходных толщин Н1 и Н2 заносились на лист Microsoft Excel (рис. 1). 
 

 
Рис. 1. Экранная копия рабочего листа Microsoft Excel с исходными данными 

и результатами 
 
Для решения данной оптимизационной задачи используется инструмент Microsoft 

Excel – надстройка «Поиск решения», предназначенная для поиска оптимального значения 
(минимума или максимума) заданной функции (целевой), при наличии определенных огра-
ничений на варьируемые параметры [14] (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Окно инструмента «Поиск решения» с введенными параметрами модели 

 

Отметим, что расчет по примеру дает значение отношения 
h

h
a 1  равное 0,39 (5,9/15), 

что несколько превышает обычную долю а плакирующего слоя от толщины всей полосы 
(а = 0,1…0,3). Проверочные расчеты показывают совпадение результатов расчетов по опти-
мизационной модели и путем последовательных итераций с помощью Microsoft Excel. 
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ВЫВОДЫ 

На основе известных закономерностей деформации биметалла разработана оптимиза-
ционная модель, предназначенная для расчета исходных толщин составляющих слоев, 
при которых обеспечивается условие минимизации изгиба биметаллической полосы 
при прокатке. Для программной реализации этой модели оптимально использовать инстру-
мент «Поиск решения» программы Microsoft Excel (возможно также использовать инстру-
мент Optimization математического пакета MathCAD). Модель применима для случая, когда 
отсутствуют жесткие требования на величину отношения толщины плакирующего слоя 
в общей толщине биметаллической полосы (или в модель добавляется ограничение на мак-
симальное значение доли плакирующего слоя по толщине). Так как для расчетов достаточно 
знать соотношение сопротивлений деформации металлов слоев, полезным представляется 
разработать таблицы этих соотношений для прокатки различных сочетаний металлов в биме-
таллических полосах.  
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